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1 はじめに
１９９４年度は日本数学教育学会の全国大会の準備・運営など大変ご苦労様でした。何
のお手伝いも出来ず、心苦しく思っておりました。大会のため、近年恒例となっている美
杉セミナーを夏休みに開くことが出来ず、冬休みにという話しも立ち消えになり、色々な
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経緯はありましたが、結局「高校生セミナー」という名で、３月１１日に四日市駅前のじ
ばさん三重、１２日には四日市高校で行われました。
主催された桑名高校の中条政紀先生は、１日目は数学だけでなく、理科系全般にわたる
講演の形で行いたいというご意向でした。三重大学の中で講師はいないかというご依頼で、
硬い理科系の代表として素粒子論の阿閉義一・教育学部教授と、柔らかい分野の代表とし
て森林育成学の永田洋・生物資源学部教授を推薦したところ、両氏とも快く引き受けて下
さり、熱意溢れる講演がありました。筆者も一講座を受け持ちました。第３節はその講演
の記録です。
来年度からこの催しをどのようにして行くのかという問題は、三重県高数研としてはあ
る意味ではっきりした態度を示しておかねばならない問題ではないかと思われます。昨年
度より、文部省の大臣官房の管轄で、高校生にたいする教育上の例外措置というパイロッ
ト事業が行われています。具体的に行われた内容は、１０程度の大学と団体の行う数学と
物理に関する高校生に対する公開講座のようなものですが、名古屋大学などではそこでの
修了を当該大学の当該学科に入学した場合に限ってはいますが、大学における単位に認定
しているという動きがあります。
４月には突然の新聞報道があり、この件が拡大されて報じられたようですが、これが単
なるアドバルーンなのかどうかには関心を持ちつづける必要がありそうです。
三重県の場合、数年前から高数研の先生方の熱意と三重大学教官の協力により、単位の
問題は別として、実質的に行われていることであるという認識は内外共に持っていて良い
のではないでしょうか。この種のことは、文部省主導でなされるのか、教員の熱意の顕れ
としてなされるのかでは大きな隔たりがあると思います。
それゆえ、この件に関して、高数研としてきちんとした姿勢をお持ちになることが肝要
かと思っております1 。
ところで、高校生ばかりでなく、初等教育・高等教育における数学離れの風潮は顕著で
す。日本数学会でもこれまで座視していたことを反省し、理事会において「大学における
数学基礎教育」や「数学の将来」の問題に関して検討するワーキンググループが作り、活
動を始めております。遅きに失したというお叱りはあろうかと思いますし、また何が出来
るのかという疑念もおありのことと思いますが、暖かく見守りまた協力して頂けると有り
難いと思っております。
また、数学会の体質も改善し、少なくとも高校の数学の先生方に喜んで入会して頂ける
ような学会に変えて行くべきだという意見も強くなって来ております。現実的には過去の
しがらみもあり簡単ではないと思いますが、数学会への提案がございましたらいつでも取
り次ぎ、実現に努力して行きたいと考えております。
また、上述の数学会のワーキンググループでもインターネットを利用し、wwwサイトや

ftpサイトを作って情報の公開・交換を行うことを始めております2 。高等学校でも、学校

1 高校生に対する数学講座の名称を、この辺りで統一して一貫性を主張した方が良いのではないでしょう
か。「第何回三重高校生数学セミナー」とするとか、美杉村で始めたことを記念して場所は変わったとしても
「第何回美杉セミナー－高校生・数学の集い」とするのは如何でしょうか。この文章では一貫性を重視して、
「美杉セミナー’94」という名称で呼ばせてもらうことにしました。

2 モザイクや Netscapeを使える環境があれば、京都大学理学部数学教室にワーキンググループの wwwサ
イトがありますので、アクセスしてみてください。
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単位や学科単位でインターネットに入られているところ、また入ることを考慮されている
ところがあると聞いておりますが、例えばTOSMポストのような質問箱を、高数研の執行
部かどこかの高校の数学か、また総合教育センターのようなところの wwwサイト、また
は（管理の仕方が問題かもしれませんが）ＢＢＳのようなものとして開設することも考え
ていく必要があるかもしれません。

2 TOSMポストのその後
TOSMグループの活動は細々乍ら続けておりますが、この時点でご紹介出来るようなも
のはポストくらいのものです。去年からの分はやっと第４回TOSMポストとして以下にあ
げる３つの質問があるだけです。時間は掛かっても必ず、何等かの回答をさせて頂きますの
で、これからも奮って算数・数学教育上の疑問点を、三重大学教育学部数学教室内TOSM

三重ポストまでお送り下さい。勿論、TOSM福井ポスト・岐阜ポストに投函されても同じ
様にグループとして責任をもって回答させて頂きます。

2.1 TOSMポストの質問集

どんな質問を受け付けていることかを示すために、ここまでに投函された質問のリスト
を挙げておきます。

1. 第１回TOSMポストの質問

(a) 辺の長さがすべて異なる直方体の展開図はどれだけあるか？

(b) 円周上に n点を取り互いに線分で結ぶとき、円内にできる領域は最大幾つか？n

だけで簡単に表わされるか？

(c) 正多角形を描きたい。円を使って描くように指導してある教科書があるが 360◦

を辺の数で割って整数にならないもの、例えば正７角形や正１１角形などを分
度器とコンパスで描くことが出来るか？

(d) 直三角柱がある。すべての側面を横断するように平面で切った切り口は三角形
になるが、正三角形になることがあるか。あるとしたらその長さは底面の三角
形だけで一意的に定まっているか。出来れば底面を与えたとき、その正三角形
を簡単に描くことが出来るか？

(e)
√
24x2 + 8x+ 1が有理数となる有理数 xにはどんなものがあるか？

2. 第２回TOSMポストの質問

(a) 正方形を縦横に並べて大きい正方形を作るとき、大小取り混ぜて多くの正方形
ができる。n倍にしたときにできる正方形の数は分かるが、同じことを正三角
形でしたら幾つになるか、公式があるか？
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(b) 三角形の辺上の点を通り、三角形の面積を２等分する直線を引く問題は中学の
教科書にあるが、最初に与える点が辺の上にない場合にも出来るのか？

(c) 1.新しいカリキュラムに向かって、数学の目的は何なのか。どう設定するのが
いいか。

2.ほとんどの生徒が文科系を志望しているので、１年、２年と学年が進むにつ
れ実力テストなどで成績が下がる。数学が好きになるような興味付けは出来な
いか。

3. 第３回TOSMポストの質問

(a) 高校数学で、数学的帰納法を n ≥ 0(nは整数)に対して証明する時、第１段を
n = 0で示して第２段を n ≥ k(k ≥ 0)に対して示して良いでしょうか。それと
も、高校では帰納法は自然数である nに対するものなので、第１段で n = 0, 1

に対して示し、第２段を n ≥ k(k ≥ 1)に対して示した方が良いでしょうか。

(b) 長方形の縦と横はどうして決めるのですか。倒せば縦と横が変わりますし、斜め
に置いたら、縦と横とをどうして決めたら良いのでしょうか。（円錐の場合など
は、倒しても高さは変わらないのですが、長方形だと変わるような気がします。）

(c) 円を投影したら何になるか。楕円になると思うが、元の円が内接する正方形を
考えて、その投影が台形になる場合に、相対する接点を結ぶ線分の交点は一体
何になるのか。

4. 第４回TOSMポストの質問

(a) ハノイの塔の柱が４本になったらどうなるのか？

(b) 空集合の記号 ∅はどう読むのですか。ギリシャ語のファイではないということ
ですが。

(c) 対偶が真だということと背理法は違うのだという話がありますが、本当はどう
いうことなのでしょうか。

第１-３回の分についてはこれまでの会誌 [3], [4]に解説を述べてありますで、第４回の
質問についてだけ以下でコメントと解答をすることにします。
æ æ
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2.2 ハノイの塔の柱が４本になったらどうなるのか？

2.2.1 ハノイの塔とは

元は仏教説話の中で、世界の終わりまでの時間を表す為に提出されたもののようである
が、出典となる仏典が何なのかは知らない。
今も三重の塔や五重の塔、さらには十三重の塔で見られるように、舎利塔は上の方ほど
小さいが、同じ造りの構造物が層のように積み上げられている。
ある仮想的な場所に三基の塔が建っている。ただし、すべての層が積み上げられた完成
品は一つだけで、他の塔には一つの層も積まれていない。今ひとつの世界が完全な姿で存
在するという気持ちだろうか。
各層は自由に取り外しが出来、別の塔にすべての層を移し変えようとする神か仏かが居
る。妖精だと思う方が楽しければそれでも良い。上に位置する層は下層より小さいので、
移し変える際に大きな層の下にならない様にしなければならない。
層の数は 64 = 26だったと思うが、それだと仮令一つの層を移し変えるのに１秒しか掛
からなかったとしても、すべて移し変えるのに必要な時間は我々が知っている宇宙の年齢
をはるかに越えてしまう。古代インド人の想像力の凄まじさ。
現在のハノイの塔は、１９世紀ヨーロッパのある数学パズラーが、教育用具としてか単
なるゲームとしてか考案したものである。３本の棒を打ち立て、その棒の太さより少し広
い穴を中心に持つ薄い円盤を用意する。円盤の半径はすべて異なり、その大きさは等差数
列をなすようにしておく。すべて色を変えた実物を見たことがあるが、大小の区別をしや
すいのが良いのだろう。
１本の棒にすべての穴開き板（円盤）を大きさの順に差し込んで、さあスタートである。
で、どうすれば良いのだろう？
どれか別の棒に移し変えるだけなら、試行錯誤しているうちに出来ることもあるだろう
し、ゲームとしてはそれで良いのかもしれない。
数学で取り扱うとなると、何が出来たとしたら許されるのかをはっきりさせておかなけ
ればならない。
円盤の枚数が幾つであっても移し変えることが出来るとか、その場合の最短手順の回数
とか、またその手順を見つける方法が分かれば良いとも言えるだろう（これが決まってな
いと、「４本になったらどうなるのか？」という質問にどう答えたら良いか分からない）。
その問題も込めてこれから考えてみるのだが、考えてみるほど塔の数が３であることの
素晴らしさが分かってくる。４以上とは本質的に違うのである。泣き言を言っても始まら
ない。数学は結果より、その解答に至ろうとするアプローチのあり方こそが重要だという
言い訳を用意しながら先へ進むことにしよう。

2.2.2 ハノイの塔の状態の表し方

ハノイの塔の円盤を移していく途中の状態を、きちんと表現しておかなくてはいけない。
それには大きく分けて、二つの方法がある。
できるだけ一般に考えてみる。円盤の数は n(≥ 1)枚、棒の数は k(≥ 3)本であるとする。

5



円盤には小さい方から大きい方に向かって 1から nまでの番号をつけ、棒には適当に 1

から kまでの番号をつけておこう。つまり、円盤は In = {1, 2, 3, · · · , n}の元で表される。
棒も Ikの元で表されるが、混同をさける為に同じものだが Jkと表すことにしておこう。

1. 各々の棒にどれだけの円盤があるのかを指定する方法。

数学的には、Inを k個の部分集合の離散和に分けることで、各 i番目の棒にどれだけ
の円盤があるのかを指定するということになる。それぞれの棒では，小さい円盤が大
きい円盤の上に来るように規制しているので、Inの部分集合 f(i)を取るだけで指定
できる。つまり，状態を表す集合は、

Hanoikn = {f : Jk −→ 2In = P(In)| f(i) ∩ f(j) = ∅ (i ̸= j),

∪n
i=1f(i) = In}

となる。またこの元 fはその像を並べたもの (f(1), f(2), · · · , f(k))と表現することも
できる。もちろん、2In = P(In) は In の巾集合、つまり、In のすべての部分集合の
なす集合である。

すると、最初の状態は f1 = (In, ∅, ∅, · · · , ∅︸ ︷︷ ︸
n−1

)となる。これを例えば f2 = (∅, In, ∅, · · · , ∅︸ ︷︷ ︸
n−2

)

という状態に移行させればよい。

状態 f にあるハノイの塔の円盤の移動は、f(i)の最小の円盤が f(j)の最小の円盤よ
り小さいときに限り、f(i)の最小の円盤を f(j)に動かすことが出来るという規則に
したがって動かすことになる。ただし、∅には円盤がないのだから最小の円盤もない
わけだが、最小の円盤の大きさを n+ 1としておけば、∅の場合にも上の規則で動か
せば良いことになる。この規約は円盤のない棒にはどんな大きさの円盤も移すこと
が出来るし、存在しない円盤は移すことが出来ないという事情を反映している。

この表示は視覚的で分かり易く，例えば，n = 9, k = 5の場合で ({1}, {2, 4, 7, 9}, {3, 6},
{5, 8}, ∅)という状態であったとすれば，直ちに次の図表を連想でき，実際のハノイ
の塔の状態も想像が出来るだろう。紙の上に経済的に書き表そうと思えば、こうする
以上に分かりやすい方法は思い付かない。

2

4

7 3 5

1 9 6 8

1 2 3 4 5 棒

しかし、円盤の移動は、k個の集合の最小元を取って，それらを比べることになり（最
大 nC2 回）、簡潔かつ機能的に表現することが難しく、移動状況の数学的表現は単純
とは言い難い。
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2. 各円盤が何番目の棒にあるかを表わす方法。

円盤 iがある棒の番号が指定されれば良いのだから、ハノイの塔の状態は Inから Jk
への写像として表すことが出来る。つまり状態を表す集合は、

Hanoikn = {ϕ : In −→ Jk} = {(x1, x2, · · · , xn)| xi ∈ Jk} = Jn
k

で、この表示から k本 n枚のハノイの塔には kn種類の状態があることが分かる。

１番目の棒にすべての円盤がある最初の状態は 1n(= 111 · · · 1︸ ︷︷ ︸
n

) = (1, 1, 1, · · · , 1) と書

かれる。これを、例えば 2n(= 222 · · · 2︸ ︷︷ ︸
n

) = (2, 2, · · · , 2)に変えるのである。

円盤 iの移動は、i番目の数 ϕ(i)を変更することで表現される。ある数（棒を表して
いる）が左から見て最初に現れる円盤を動かすことが出来るが（その数を変えるとい
うこと）、それより前の場所に現れている数に変えることは出来ない、という規則に
したがって動かすのである。言いかえると，各々の数 i ∈ Jkのうち一番前に位置す
るものだけが変えられるのだが，jに変えることの出来るのはその位置より前に jが
存在しないときに限るということである。

例えば、n = 9, k = 5の場合で 123243242とすれば（括弧とコンマを取って表せば
ずっと簡単に見える。もちろん k ≤ 9までしか駄目だが）、第１の方法の例と同じに
なる。1は 1番目にしかないから、１番の棒には１番の円盤しかないことを意味する。
2が 2, 4, 7, 9番目にあるから、２番の棒には 2, 4, 7, 9番目の円盤がこの順で上から重
なっていることを、3が 3, 6番目にあるから３番の棒には 3, 6番目の円盤が、4が 5, 8

番目にあるから、４番の棒には 5, 8番目の円盤が、5はどこにもないから５番の棒に
は円盤がないことを意味している。

上の表を見ながら納得して下さい。動かし方の例も挙げておく。例えば 3を変えよう
とすると一番左にある 3番目のものしか変えられない。これは、3番目の棒にある円
盤で動かせるのは一番上の円盤 3だけで、円盤 5は動かせないことを意味する。また，
変えることの出来る数が 4, 5だけであるのは、1, 2番目の棒にはより小さな円盤があ
るので、その上へは移動できないということを意味する。

nが小さいときなら、１番目の表示は状態も移動も、視覚的な分かり易くて良いのだが、
nが大きくなっていくといちいち書くのが煩雑で、２番目の表示の方が役に立つことが分
かる。

2.2.3 ハノイの塔の最短手順

k本 n枚のハノイの塔で、一つの塔から別の塔へ移し変えるがあれば、その中での最短
手順の回数を aknと書こう。数学的にキチンと言うとすると、最短手順があるとすればと
いうことになるが、それにはどんな手順でもいいから有限回の手順で移し変えることが出
来れば良いのだから、あまり気にしなくても良い。どうしても気になるというなら、移し
かえることが出来ない場合には∞とすることにしておけば良い。実は、下で見るように
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akn ≤ a3nであり、a3n = 2n − 1であるから、k本の n枚のハノイの塔での最短手順は保証さ
れており、aknは有限の自然数であることが分かる。
すぐに分かることを挙げておく。

• ak1 = 1　　　　 　　　 (１枚ならいつでも１回で移せるということ)

• k ≥ h なら akn ≤ ahn　　 (枚数が同じなら塔が多い方が移しやすい)

• k > n なら akn = 2n− 1　　 (塔の数が円盤の枚数より多ければ、移しかえる過程で、
どの塔に移していけないという制約がないから (自由移動と呼ぼう))

３本ハノイ (k = 3の場合)が何故特別かということを見ておこう。一般の nの場合の主
張を示そうとすれば、直ちに見て取れる場合を除けば数学的帰納法に訴えるしか、ほかの
方法はないといって良い。つまり、何らかの形で n− 1の場合に帰着できれば有り難いし、
そうでなくても、n − 2以下の有限の状況の組み合わせに帰着できないと困るのである。
k = 3のときはこれが可能だが、k ≥ 4ではうまい方法が見つからなくて弱っている。
k = 3とし初期状態は 1n ∈ Hanoi3nであるとする。ここで、一番下の円盤を動かそうと
するとき可能な状況を考えると、2n−11 = 22 · · · 2︸ ︷︷ ︸

n−1

1か 3n−11のいずれかしか有り得ない3 。

面倒なので、an = a3nと書き、今は 3n−11に移したとする。1nから 3n−11にいたる手順は
Hanoi3n−1での最短手順（回数は an−1）を施すのが最善である。そこで、円盤 nを棒 2に
移し (3n−12に変えるということ)、棒 3にある n− 1枚の円盤をHanoi3n−1での最短手順で
棒 2に移せば良い。
これによって、次の漸化式が得られる。

an = 2an−1 + 1

a1 = 1の初期条件でこの漸化式を解けば、an = 2n − 1となることは高校数学の定石であ
る (an + 1 = 2(an−1 + 1) = · · · = 2n−1(a1 + 1) = 2n)。
この解き方から、再帰的に、最短手順のアルゴリズムを得るにはどうしたら良いかもす
ぐに分かる。
しかし、k ≥ 4となると事情が異なってくる。
k > n なら akn = 2n− 1であるが、n ≥ kの時はどうなるか分からない。しかし、ここま
でのことから、次の漸化不等式なら得られる。まず n + 2 − k枚の円盤を最短手順で n番
目の棒に移す (akn+2−k回)と、残った k − 2枚は 2(k − 2)− 1回で 2番目の棒に移すことが
出来 (自由移動)、n番目の棒にある n+ 2− k枚の円盤を最短手順で 2番目の棒に移せば良
い (akn+2−k回)。したがって

akn ≤ 2akn+2−k + 2k − 5

3 一番右の 1を変えようとすると左に 1があってはいけないし、変えることが出来る数は 2か 3かしかな
いのだが (k = 3だから)、2と 3がともに左にあれば 1を変えることが出来ないから
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を得る。４本 n枚ハノイの最短回数 bn = a4nに対しては

bn ≤ 2bn−2 + 3

となり、初期値 b1 = 1, b2 = 3に注意すれば、３本ハノイのときと同様に、bn+3 = 2(bn−2+3)

から、
b2n−1 ≤ 2n+1 − 3,　　 b2n ≤ 3× (2n − 1)

という評価を得る。これを第１次評価と呼ぼう。こうして、オーダーとしては４本ハノイ
の最短手順は３本ハノイの手順数 an = 2n − 1の平方根よりも小さくなることが分かる。
しかし、この評価は更にずっと良くなる。以下の議論も最短を与えるものとは言えない
が、驚くほど評価は良くなる。上の第１次評価は、下の議論で bn(n− 2)で bnを評価して
いることにあたっている。
1 ≤ ℓ ≤ n− 1枚だけ４本ハノイの最短手段で動かし (bℓ回)、動かした先に触れずに、３
本ハノイで残りの n− ℓを動かし (an−ℓ回)、また ℓ 枚の４本ハノイで動かして、n枚の４
本ハノイを得る手段の回数を bn(ℓ) = 2bℓ + an−ℓと置けば、bn ≤ min1≤ℓ≤n−1 bn(ℓ)である。
これを第２次評価と呼ぼう。
図式的に描いておくと、

1n
bℓ=⇒ 4ℓ1n−ℓ an−ℓ−→ 4ℓ2n−ℓ bℓ=⇒ 2n

という手順を踏むことになる。=⇒は４本ハノイの手順で、−→は３本ハノイの手順で行
うことになる。ℓを動かしたときの最小のものを第２次評価としているのである。a2 = 3

は自由移動に当たっていて、真ん中の過程を自由移動にするのを第１次評価としているの
であった。
nの小さいところで少し計算してみると、次のようになる。
b1 = 1

b2 = 3

b3 = 5　 (ここまでは k = 4 > n = 3の場合にあたる)

b4 = 9; b4 ≤ b4(1) = 2b1 + a3 = 2× 1 + 7 = 9

　　　　　　 b4(2) = 2b2 + a2 = 2× 3 + 3 = 9

　　　　　　 b4(3) = 2b3 + a1 = 2× 5 + 1 = 11

b5 ≤ 13 = 13; b5 ≤ b5(1) = 2b1 + a4 = 2× 1 + 15 = 17

　　　　　　 b5(2) = 2b2 + a3 = 2× 3 + 7 = 13

　　　　　　 b5(3) = 2b3 + a2 = 2× 5 + 3 = 13

　　　　　　 b5(4) = 2b4 + a1 = 2× 9 + 1 = 19

b6 ≤ 17 < 21; b6 ≤ b6(1) = 2b1 + a5 = 2× 1 + 31 = 35

　　　　　　 b6(2) = 2b2 + a4 = 2× 3 + 15 = 21

　　　　　　 b6(3) = 2b3 + a3 = 2× 5 + 7 = 17

　　　　　　 b6(4) = 2b4 + a2 = 2× 9 + 3 = 21

　　　　　　 b6(5) = 2b5 + a1 ≤ 2× 13 + 1 = 27

b7 ≤ 25 < 29; b7 ≤ b7(1) = 2b1 + a6 = 2× 1 + 63 = 65
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　　　　　　 b7(2) = 2b2 + a5 = 2× 3 + 31 = 37

　　　　　　 b7(3) = 2b3 + a4 = 2× 5 + 15 = 25

　　　　　　 b7(4) = 2b4 + a3 = 2× 9 + 7 = 25

　　　　　　 b7(5) = 2b5 + a2 ≤ 2× 13 + 3 = 29

　　　　　　 b7(6) = 2b6 + a1 ≤ 2× 17 + 1 = 35

第１次評価と比べると、n ≥ 6でやっと差が出てくる。b6 ≤ 17, b7 ≤ 25が得られ、第
１次評価より 4小さくなっている。更にやってみると b8 ≤ 33では 7、b9 ≤ 41では 20も
小さくなる。オーダーに影響するほどかどうかを調べる為に、計算機でこの第２次評価を
n = 2000まで実行してみたら4 、

n bnの第２次評価 bnの第１次評価 　　　　 an

10 49 93 1023

20 289 3069 1048575

30 1025 98301 1073741824

40 2817 3145725 1099511627776

50 6657 100663296 1125899906842624

60 14337 3221225469 1.1529215046847× 1018

70 28673 137438953469 1.180591620717411× 1021

80 53249 3298534883325 1.208925819614629× 1024

90 94209 70368744177661 6.189700196426901× 1026

100 172033 3377699720527869 1.267650600228229× 1030

(103 196609 9007199254740989 1.014120480182584× 1031)

200 14680065 3.802951800684688× 1030 1.606938044258990× 1060

300 385875968 4.28174307811788× 1045 2.037035976334486× 1090

400 6445750944 4.820814132776971× 1060 2.582249878086909× 10120

500 73014444032 5.427754182999197× 1075 3.273390607896142× 10150

600 652835028992 6.111107929003458× 1090 4.149515568880993× 10180

700 4741643894784 6.880495847970215× 10105 5.260135901548374× 10210

800 31885837205504 7.746749634260726× 10120 6.668014432879854× 10240

900 173722837188608 8.722064691547283× 10135 8.452712498170644× 10270

1000 932385860354049 9.820171823688426× 10150 1.071508607186267× 10301

2000 4.980620899901579× 1020 3.214525821558802× 10301

となった。第２次評価の定義式から、小さくなることは分かっていたが、これほどとは思
わなかった。
２番目の表示を使って、具体的な手を探して行きながら、この差の意味を考えていくと
いう実験も出来るし、時間があればやってみようと思っているが5 、一般の nで出来るか
どうかの見通しは明るくない。

4 使用した処理系では n = 104で第１次評価が整数表示されなくなり、n = 2001で第１次評価が、n = 1001
で an の値がオーバーフローした。

5 締め切りに追われていて中途半端になりそうです。
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本来、円盤を移すという作業にとって、棒（塔）が多ければそれだけやり易くなる。２
本のときは、１枚しか移すことが出来ない。３本のときが、任意枚数の円盤を移せる最小
の棒の数であって、それ故にこそ、選択の自由が減少し、整然とした構造が顕れてくるの
である。数学は一般に、このように自由度の大きい場合を取り扱うのは得意でない。数学
者の心情として、出来る限り必要十分で押して行きたくなるが、自由度が増せば必然性が
減少するというせいであろうか。
実験をする前に、一般の k > 3の場合の第１次評価も見て置くことにしよう。初期条件
は自由移動の aℓ = 2ℓ − 1 (1 ≤ ℓ < k)とすれば良く、漸化不等式の形から akn + 2k − 5 ≤
2(akn+2−k + 2k − 5)が得られ、それから k − 2を法として異なる評価式

akm(k−2)+ℓ ≤ 2m(2k − 5) + 5− 2k (ℓ = 0)

≤ 2m+1(ℓ+ k − 3) + 5− 2k (1 ≤ ℓ ≤ k − 3)

が得られる6 。これを３本ハノイのときの値 am(k−2)+ℓ = 2m(k−2)+ℓ − 1と比べると、枚数が
多くなれば、k − 2乗根のオーダーでは押さえられることが分かる。
k = 5の場合の第１次評価でも、k = 4の第２次評価よりはるかに小さくなるので、第１
次評価だけの議論は意味がないとも言えるが、ほかに一般的に述べられることが見つから
ない。
k = 5の場合の第２次評価は、k = 4の時の説明から分かるように、

akn ≤ min
1≤ℓ≤n−1

(2akn−ℓ + ak−1
ℓ )

という不等式で得られる。ak−1
ℓ が自由移動を表している最大の ℓ = k − 2の値だけで評価

したものが第１次評価である。Hanoiknの元の記述が有効な k ≤ 9に対して、n ≤ 2000ま
で第１次評価と第２次評価の計算をしてみた。n = 50, 100, 500, 1000, 2000の時の値を表に
して、挙げておく7 。

　　　

k ak50の第２次評価 ak50の第１次評価
3 1125899906842624 1125899906842624

4 6657 100663296

5 831 524283

6 449 40953

7 303 9207

8 273 3573

9 239 1779

6 ここでも、k = 3 すなわち k − 2 = 1であることが特別なことが分かるだろう。
7 もしかすると、第２次評価の値もまた最短手順の回数も、何か意味のある組み合わせ論的な数になって

いるのかもしれない。
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k ak100の第２次評価 ak100の第１次評価
3 1.267650600228229× 1030 1.267650600228229× 1030

4 172033 3377699720527869

5 4863 51539607547

6 1749 234881017

7 1055 9437175

8 801 1179637

9 639 262131

k ak500の第２次評価 ak500の第１次評価
3 3.273390607896142× 10150 3.273390607896142× 10150

4 73014444032 5.427754182999197× 1075

5 1015807 7.482888383134223× 1050

6 68097 2.977470710558212× 1038

7 23807 1.140885540205406× 1031

8 13057 1.353996917968385× 1026

9 9599 4.250129834582682× 1022

k ak1000の第２次評価 ak1000の第１次評価
3 1.071508607186267× 10301 1.071508607186267× 10301

4 932385860354049 9.820171823688426× 10150

5 22020095 1.049880347895846× 10101

6 470017 1.266475976033146× 1076

7 114431 1.446244239833091× 1061

8 49921 1.683649886205200× 1051

9 32255 1.338044711911838× 1044

k ak2000の第２次評価 ak2000の第１次評価
4 4.980620899901579× 1020 3.214525821558802× 10301

5 922746879 2.449441655328671× 10201

6 4554753 2.291373425527299× 10151

7 552959 2.324024890278217× 10121

8 214273 2.449720811756973× 10101

9 114431 1.367638900126913× 1087

2.2.4 具体的な手順の例

1nからどれかの in (1 ≤ i ≤ k)へ移す手順の例を挙げる。(　)の中は手順数である。
k = 3の場合。この場合は第１次評価の漸化式の要請する最短手順になっている。
n = 1のとき、1− 2 (1)
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n = 2のとき、11− 21− 23− 33 (3)

n = 3のとき、111− 211− 231− 331− 332− 132− 122− 222 (7)

n = 4のとき、1111− 2111− 2311− 3311− 3321− 1321− 1221− 2221− 2223− 3223−
3123− 1123− 1133− 2133− 2333− 3333 (15)

n = 5のとき、11111−21111−23111−33111−33211−13211−12211−22211−22231−
32231−31231−11231−11331−21331−23331−33331−33332−13332−12332−22332−
22132−32132−31132−11132−11122−21122−23122−33122−33222−13222−12222−
22222 (31)

どこでも半分までは一つ上の手順の各項の最後尾に 1をつけたものになっており、最後
尾の 1を 2か 3に変えてから，数字は異なるが前半と同じ構造の手順を行っていることが
分かるだろう。
３本ハノイの状態集合Hanoi3nで、各状態を頂点、直接変化させることが出来る状態同
士を線分で結べばグラフが得られる。すると、３本ハノイの状態集合Hanoi3nには非常に
整然とした構造が見えてくる。まず、Hanoi31は正三角形になる。次に、Hanoi32は正三角
形の頂点に、Hanoi31と同型な正三角形が置かれる形になる。同様に、Hanoi3nは正三角形
の頂点に、Hanoi3n−1と同型なグラフが置かれる形になる。1n, 2n, 3nはその一番大きな正
三角形の頂点にあり、最短経路は正三角形の辺を通るものとなることが分かる。
まず、n = 1, 2, 3の場合に状態集合Hanoi3nのグラフを描いてみると、
となる。n = 1のグラフの頂点すべての右端に 1を加えたものが n = 2のグラフの上部に、
さらに n = 2のグラフの頂点すべての右端に 1を加えたものが n = 3のグラフの上部にあ
ることが分かる。
同様に n = 3のグラフの頂点すべての右端に 1を加えたものが、以下に描いた n = 4の
グラフの上部にあるが、繁雑になるのですべての頂点の名前を書き込んでいない。演習と
して残しておく。
Hanoi3nを描くときは、Hanoi3n−1を３つ同じものを描いて、それぞれを 1, 2, 3の島だと
思い、各頂点の名前の右端に島の名前を付け足す。1の島を上部に置き、2の島は±120◦回
して nが奇数のときは左下に、nが偶数のときは右下に置く。回転する方向は 3n−12が正
三角形の上の頂点に来るようにして、頂点 3n−12と 3n−11を線で結ぶ。3の島も同様にして
おいた後で、残った２頂点 1n−12と 1n−13との間の線分をひけば良い。
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Hanoi34

これ以上詳しい議論はもう止めて、イアン・スチュアートの「おもしろ数学入門」[10]を
引用しておこう。nが大きくなると、グラフはフラクタルの一種であるシェルピンスキー
の三角形に似たものになってくる。実際に n −→ ∞の極限でシェルピンスキーの三角形に
なることを利用して、シェルピンスキーの三角形の２点間の平均距離をハノイの塔の２状
態間の平均手順数の計算から求めた数学者もいる。

k ≥ 4のときには、この構造を一言で言い切ることが出来ていない。
k = 4の場合に nの小さい所で見てみると、Hanoi41は正四面体グラフになるが、そのあ
とも正四面体の各頂点に一つ小さなものが配置されていくようになっていれば嬉しいのだ
が、思わぬ所が結ばれて簡単に言い切ることが出来ていない (下図参照)。
Hanoi42は４つのHanoi41を用意して、1, 2, 3, 4と島の名前を付けて、1の島を真ん中に置
き、その他の島は正四面体と思って回してみて、適当に 1の島の辺と四角形を作るように
繋ぐことになっている。
グラフHanoi4nの辺で作る最小の多角形は三角形と四角形と交じり合うことになる。n = 3

のグラフをきちんと描けば、何か分かることがあるかもしれないが、今は時間がない。
k = 3のときは平面グラフを与えるが、k > 3のときは nが大きくなるとすぐに平面には
収まらなくなる。
第１次評価、第２次評価、行き当りばったりで少しやってみると
n = 1のとき、1− 2 (1)

n = 2のとき、11− 21− 23− 33 (3)

n = 3のとき、111− 211− 231− 234− 244− 444 (5)

n = 4のとき、1111− 2111− 2311− 3311− 3341− 3342− 3322− 1322− 1222− 2222 (9)

が第１次評価に即した手続きであるが、少し考えただけでも 1111を 2222に変える手続き
には次のものがある。
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Hanoi44において 1111と 2222を結ぶ最短の手順
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線が重なって見難いので、１番上の列は１番下にもう一度書いてある。1111と 2222を
最短で結ぶことにかかわるもの以外は、線も頂点も省略してある。それを補ってみると複
雑さが実感できると思う。
このグラフの 1111と 2222を結ぶ最短経路（長さ 9）が最短手順を与えていると思うが、
ざっと数えただけでも２０はある。こんなに自由度が多いと、最短手順の中から特別なも
のを定性的な言葉で取り出すことが難しい。
以下は少しやってみただけ。これ位のことでは、第２次評価のときもそれを与えるアル
ゴリズムに特徴的な頂点を、全く通らなくても同じ回数で実現できる例があるのだから、
恐らく nが大きくなれば第２次評価よりも短い手順があるだろう、ということぐらいしか
分からない。
n = 5のとき、11111−21111−23111−23411−24411−24431−34431−34432−14432−

14422− 13422− 13222− 12222− 22222 (13)

n = 5のとき、11111−21111−23111−23411−24411−44411−44431−44432−44422−
14422− 13422− 13222− 12222− 22222 (13)第１次評価
n = 6のとき、111111 − 211111 − 231111 − 234111 − 244111 − 244311 − 444311 −

444321 − 444221 − 444223 − 444123 − 444133 − 444333 − 244333 − 241333 − 243333 −
233333− 3333333 (17)

n = 6のとき、111111−211111−231111−234111−244111−444111−444211−444231−
444331−444332−444312−444322−444222−144222−134222−132222−122222−222222 (17)

第２次評価
n = 6のとき、111111−211111−231111−331111−334111−334211−332211−132211−

122211−222211−222231−222234−222244−122244−132244−332244−331244−331444−
334444− 134444− 144444− 444444 (21)第１次評価
もう少し大きな nでやらないと、第２次評価が最短を与えていない場合があることを示
すことも出来ない。
これらをいつまで手だけでやっていても見通しがつかないので、コンピュータで応答式
に支援するプログラムを作ってみようと思っている。少し教育的な工夫を盛り込めば、小
中学校で、また高等学校でも使えるようなものが出来るかもしれないが、これは９５年度
の卒論を準備している学生のテーマにとって置くことにしたい。うまくいけば、使ってい
ただけるものが出来るかもしれません。
いろいろ書くべきこともありますがこの辺で勘弁していただくことにします。
æ
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2.3 空集合の記号の読み方

空集合の記号 ∅をどう読んだら良いかということですが、まずギリシャ語のファイと違
うことを見ておきましょう。
この文章は LATEXという組み版ソフトを使って書いているのですが、 LATEXでの印刷上
の違いを見てみましょう。命令文そのものと印刷の出来上がりを並べてみると

空集合 = \emptyset = ∅　　　ギリシャ語のファイ = \phi = ϕ

となって、違っていることは一目瞭然ですね。しかし、違っているということは分かって
いての質問でしたから、これでは納得しては頂けないでしょう。
手書きにすれば区別するのが難しいのも、混同しやすい理由でしょう。やはりファイ ϕ

とは違うことを意識して、書くときも書いた方が良いでしょう。実際に黒板に ϕを書いて
おいて、これはファイ ϕとは違うのだと言っても、児童・生徒は納得しないでしょう。∅の
書き方としては、数字の 0を少し大きめに書いてその上に右上方から左下方へ線を引くよ
うなつもりで書くと、ϕと区別しやすいのではないでしょうか。
読み方としての結論を先に述べるとすれば、∅は「空集合」と読むのが良いと思います。
空集合は、上の命令文でも分かるように、英語では empty setです。この頭文字を採っ
て、eとすれば良いわけですが、eはアルファベットの前の方にあることもあり、一般に何
かの量を表したり、多項式の係数に使ったり、また電荷を表すのにも用いられ、空集合で
あるというような特徴的な事柄を表すのには適していません。新しい記号が必要です。
どんな集合でも、その要素を一つも含まない部分集合として空集合を持ちます。いろん
な数学的対象からなる集合がありますが、それがどのような対象であっても、その部分集
合としての空集合は同じものなのです。つまり、空集合は固有名詞であると言っても良い
わけで、見ただけではっきりと分かる記号が欲しかったのです。
アンドレ・ヴェイユの自伝 [11]は、記号が生まれる経緯が語られています。それによれ
ば、ブルバキが「集合論要約」を出す時に集合論で使う記号を整理したり発明したのだそ
うです。その時ノルウェー語の字母で少し硬い「エ」という音の ∅を使うことにしたよう
です。その時の会議の場にノルウェー語を知っていたのは自分だけで、だから ∅は自分の
発明なんだと、学校で集合論を習って来た小さい娘に自慢できて、ヴェイユはとても嬉し
かったということです。
それはともかく、∅は空集合を表しており、空集合と読むのが適当だと思います。たと
え、ノルウェー語を勉強して正確に発音したとしても、聞いた人がそのことを認識してく
れないような音を出して見せても仕方がないと思います。
また、ある人は voidと呼んでいるがと質問にありましたが、それは単に、日本語であっ
ても、ある集合が「空集合である」と言わずに、形容詞に変えて、「空（くう）である」と
言うことも、「空（から）である」と言うこともあるだろうというくらいのことでしかあり
ません。
どう読むのかという疑問が単なる好奇心ならそれで良いのですが、どう読まねばならな
いかというような議論は倫理臭を感じさせない程度にしておくのが良いと思います。どう
いう概念なのかが問題なのですから、正々堂々と、「空集合である」と読むのが良いと思い
ます。
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2.4 対偶による証明法と背理法との違い

対偶を用いた証明法は背理法の一種であるという高校教科書の記述に納得しにくいもの
を感じているというのが、質問の趣旨のようです。対偶を用いた証明法で背理法を示すこ
とができるのではという疑問もありました。背理法による証明を対偶を証明する方法であ
ると誤解しないようにという記事を引用して、その方向で考えたいがという思いも書かれ
ていました。
これらの質問に答える為には背理法とは何か、また対偶とは何かをはっきりさせておく
必要があります。さらに、真理値とは何かということも問題になります。実は、仮題「小
学校教師の数学的常識」という教科書を何年か前から書き始めていて、その論理について
の節に少し詳しい議論があります。その原稿を次節に添付しますので、ここでまずその節
を参照して下さい8 。
背理法の意味を、質問者の添付してくれた高校教科書の記述に従って、「命題Rを否定
して矛盾を導くことにより、命題Rの成り立つことを示す」ということにすれば、確かに
対偶を用いた証明法は背理法の一種ということになります。
教科書の説明は簡単過ぎて納得出来ないことがあっても仕方が無いかもしれませんが、
素直にその記述のままに納得しておいた方が「幸せ」かも知れません。きちんと納得した
いという質問なので、次節を読んでいるという前提のもとに、少し細かい議論をしてみま
すが、分かりやすいとは言えないと思います。これは、事柄がかなり微妙で根源的な問題
を含んでいるので、一般的にするこのような議論では、止むを得ないことも了解しておい
て下さい。
質問者の添付した文章には、P =⇒ Qをその対偶 ¬Q =⇒¬ P を示すことで証明するこ
とと、背理法とには差のあることが指摘してあります。つまり、¬Qを仮定して ¬P を示さ
なくても、公理、定理、仮定に反することを示せば良いからとあります。
確かにこれはこれで正しいのですが9 、背理法で示すということの意味を考えてみる必
要がありそうです。
「背理法」を広辞苑で引くと、「帰謬法」を見よとあり、「帰謬法」を引くと reductio ad

absurdum(ラテン語)とあって、「否定命題 ¬P を仮に真とすれば結局不条理に陥ることを
示して命題 P が真であることを間接的に証明する方法」であるとなっています。ラテン語
もその直訳である帰謬法という術語もこの定義をよく表していると思いますが、恐らくは
「謬」という文字を避けるために造語された「背理法」という術語は少しニュアンスが違う
ようです。この差がまた、混乱の元なのかもしれません。
問題はこの「不条理」ということなのです。不条理とは何にとって不条理か、また不条
理とは一体どういうことか、が問題なのです。次節を読むと、意味のはっきりしない宇宙
と呼ばれる集合Ωが何故かとても重要なもののように感じられないでしょうか。そう感じ

8 何人かの学生にこの部分を読ませてみた所、次節を読んでからとここに書いてあるにも拘わらず、次節
を読まずに以下を読み進み、意味が判らんと不平を言います。ぜひ次節を先にお読みください。まだ出ても
いない本の宣伝をしているわけではありません。

9 正しいかどうかを問題にするのではなく、教育上の技術的な提言だと思った方が良いのではないでしょ
うか。つまり、¬Qが真であると仮定したとき、ひたすら ¬P を示そうとするのでなく、公理にでも、定理に
でも、定義にでも何でもいいから矛盾を導けばいいという指導の方が、生徒の気持ちは少しでも自由になれ
るのではないでしょうか。
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てもらえれば良かったのです。命題 P の真理値とは Ωの元 xに対して、P (x)が真である
か偽であるかを与えるものなのです。「命題 ¬P を仮に真とすれば」ということは、P (x)が
偽であるような x ∈ Ωを考えれば、ということであり、不条理というのは、そのように仮
定したとき xはΩの元であるために守るべき規範に反しているということなのです。
それでもなお気持ちが悪ければ、Ωを含む十分大きな集合 Ω̃ 10 を考え、xは Ω̃の元だと
思っておき、P (x)が偽であると仮定すれば、xはもはやΩにはいられない (x ∈ Ω̃ \ Ω)こ
とが示されるということにすればいい。そのためには、Ω̃の中で部分集合Ωを特徴付けて
いる条件や性質（これがこの世界Ωにおける公理や定理に当たる）を満たしていないこと
を言っても良いのです。
排中律の定式化は、次節によれば、「複合命題 P (x) ∨¬ P (x)は常に真で、P (x) ∧¬ P (x)

は常に偽である」ことでした。命題 P が真である範囲MP も本来はMP = {x ∈ Ω|P (x)}
と書くべきであったし、命題 P が偽である範囲M¬P はM¬P = {x ∈ Ω|¬P (x)}となる。こ
の時排中律は、MP ∪M¬P = ΩかつMP ∩M¬P = ∅であることを意味しています11 。
宇宙Ωの中では、どんな命題 P に対しても、P が成り立つか ¬P が成り立つかのいずれ
か一方だけが成り立つということです。

¬P が真であると仮定して不条理に陥るとは、¬P (x)が真であるような xは Ωの元では
有りえないことを示したことになるので、M¬P = ∅であること、すなわち、MP = Ωであ
ることが示され、つまり宇宙全体で P が真であることが示されたことになるのです。
これが背理法の意味であり、それは排中律そのものであると言っても良いほど直接的な
排中律の帰結だといえるでしょう。
議論が繁雑になるので止めますが、排中律をフルに使えば、真理値の同じ命題は全く同
じと考えていることになることに注意しておきます。

さて、問題を仮言命題 P =⇒ Qを証明することに限って議論してみましょう。
そもそも、この命題の対偶 ¬Q =⇒¬ P を示すことによって、何故元の命題 P =⇒ Qが
示されたことになるのでしょうか。
次節を読んで貰っていればこれは明らかなことになっているでしょう。P =⇒ Qは P,Q

の複合命題として ¬P ∨Qと表され、対偶 ¬Q =⇒¬ P は ¬(¬Q)∨¬ P と表されるのだが、こ
の二つは論理式としてまったく同等なのですから、対偶を示すこと、すなわち元の命題を
示すことだったわけです。
しかし、こんな当たり前のことで良いのでしょうか。
論理式が同じであることを示す変形を見ていると、¬(¬Q) = Qであるという変形がポイ
ントであることが分かるでしょう。
しかし、これこそ上に述べた排中律そのものだと言っても良い事柄なのです。排中律は、
理性においては疑うことが出来ないほど明らかで受け入れやすいことなのに、感性におい
てはなかなかに受け入れにくいということがあります。それは往々にして、宇宙Ωと拡大
宇宙 Ω̃とを混同することにあるようですが、これは生徒には説明しにくいでしょう。
少し別の角度から考えてみましょう。
¬Q(x)が真であると仮定しましょう。

10 宇宙 Ωを銀河系とでも考えたら銀河系集団のようなもの
11 分からないという人のために、老婆心ながらもう一度言います。次節を読みましたか？
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その時 ¬P (x)が真であることが示されたとすればどういうことになるのでしょうか。そ
のとき、P =⇒ Qが示せたら良いのですね。
それでは P (y)が真だとしましょう。Q(y)が真だと主張したいのですが、ともかく排中
律からQ(y)は真か偽かのいずれか一方だけが成り立っているのでした。Q(y)が偽だと仮
定したら、¬P (y)が真であることが示されているのですから、排中律からP (y)と ¬P (y)が
共に真であるような元 yは宇宙 Ωには存在しないことになります。したがってQ(y)は真
でなければならないことになります。
これはよろしいですね。
さてもう一方の方を考えてみましょう。¬Q(x)が真であると仮定して、何らかの公理な
どとの間に矛盾を起こさせて不条理であることが示されたとします。
しかしそれで、P =⇒ Qが示せたことになるのでしょうか。矛盾に導く際にP であるこ
とを一切使わなかったとすれば、それはP =⇒ Qなどではなく、Q(x)がΩ上どこでも、つ
まりいつでもQが成り立つことを示していることになります。
だからやはり、具体的に現れていなくても何らかの形で、P を仮定していることになる
のです。つまり示したことは、P と ¬Qとを仮定して矛盾を導いた、すなわちP ∧¬ Qは偽
であることが示されたことになり、それは取りも直さず、¬(P ∧¬ Q) =¬ P ∨Qが真である
なのです。そしてこの最後の式は P =⇒ Qの定義式に他なりません。
結局、P =⇒ Qを示す二つの方法は、排中律をどこでどんな形で使うのかが違うだけで
本質的には差のないものであることが分かったわけです。
お疲れ様でした。さて、
　　　　　　　　　　　　大山鳴動してネズミ一匹
出たでしょうか。æ
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2.5 論理（数学のグラマー）[「小学校教師の数学的常識」より]

アルファベット12 だけでは言葉にはならない。学ぶには文法も必要である。数学でも集
合について何か主張しようと思えば、論理が必要になるのである。
Logicを訳すのに論理という言葉を選んだ人は、議論するときの理屈という面を強調し
たかったのだろう。その議論とは、命題を一定の規範で並べていかないといけない。議論
とは、相手か第三者かを納得させるためのものだから、自分の主張したい命題を連呼して
いるだけではいけない。共通に納得出来る基盤から、承認できる命題の連鎖で主張したい
命題を導く必要がある。論理学は古代ギリシャで生まれた。古代ギリシャは民主的な多民
族国家だったが、国家の成立ちから多くの議論が必要であり、人を説得する技術としての
雄弁術が盛んであった。
議論しようとする人々が共通に承認する命題を公理Axiomと言い、後は三段論法だけを
用いて主張したい命題を導くのが最も本格的な議論の仕方であった。基本的にはこれ以外
の論理の運用を認めないのは数学だけで、当時は幾何学がその主流であった。プラトンの
学塾アカデメイアの入り口に「幾何学を知らざるものこの門を入るを許さず」と書いてあっ
たというが、論理の正しい運用も出来ないものは入学できないという入学の条件だったと
いうことかもしれない。
当時の多くの雄弁家はまた詭弁（インチキな議論）の達人でもあって、それが政治の歪
みを引き起こし、社会の関心事でもあったのだろう。正しい論理の運用の術が、幾何学を
モデルに整備されてゆき、その集大成がプラトンの弟子であるアリストテレスの論理学と
いう本である。これが古典論理学であり、基本的には現在もこれから出るものではない。
正しい論理を知るためには詭弁も知っておく必要がある。アリストテレスには詭弁の分
類もあって面白いが、まず命題について考えてみることにしよう。
命題はそれ自体文章なのだが、どんな文章でもよいという訳ではなく、基本的なものの
適切な組み合わせだけを考えることにするのである。まず基本的な命題を「AはBである」
という形の文章 P とする。Bとして「C をするもの」とか「Dなもの」を考えることに
よって、述語に動詞や形容詞を使うことも出来る。
さて、Aが固有名詞なら命題 P も確定した意味を持ち得るが、Aが普通名詞であったり
すると曖昧さが残る。例えば「リンゴは赤い」という命題 P を考えて見よう。A=「リン
ゴ」、B=「赤い」である。今目の前にしている特定のリンゴという意味でなら別だが、普
通は「リンゴ」は普通名詞として考えているだろう。確かにリンゴの多くは赤いけれど、黄
色のリンゴも青いリンゴもある。だからP は正しいとも言えるし、正しくないとも言える。
前の節で集合をM = {a|P (a)}と表わしたが、集合に対する要請として「a ∈ M」か

「a /∈ M」かのどちらかが成り立たねばならなかった。命題 P にとって言えば、P が真で
あるか偽であるかのどちらかが成り立たねばならないということになる。
「リンゴは赤い」というのは命題ではないのだろうか？
確かにこのままでは数学的に処理できる命題とは言えない。しかしほとんどの文章はこ
のようなものである。その本質は変えないで、成り立つか否かが確定するようにするには

12 未完の教科書 [9]のこれより前の節で集合は数学のアルファベットであると言って少し集合の話がしてあ
る。以下それを前提とした議論もあるが、ここで理解するのに支障がないと思うのでそのままにしておいた。

21



どうしたら良いだろうか？
全称命題と特称命題という概念を導入するのである。「リンゴは赤い」というとき、赤い
リンゴがそうでないリンゴより多いとか、赤いりんごがリンゴの典型的なものであるとか
いう意味であることが多い。しかし、「多い」というのも状況によって変わるかもしれない
し、典型というのも人によって変わるかもしれない。青いリンゴしか生らない土地の人に
は「リンゴは赤い」という命題はとても奇異に感じられるだろう。すべての人に同じよう
に納得してもらうために、主張を百歩譲って「赤いリンゴもある」ということだけにする。
「あるリンゴは赤い」とか「赤いリンゴがある」とか言うとすれば、真偽がはっきりするだ
ろう。もちろん、真である。このように「あるAはBである」という形なら命題に対する
要請を満たす。これを特称命題と言う。
これに対して「すべてのリンゴは赤い」というのを全称命題と言うのである。明らか
に、これは偽であるわけで、真偽が確定しているので命題と呼べるのである。
曖昧にみえる「AはBである」という文章を、「あるAはBである」という特称命題と、

「すべてのAはBである」という全称命題とに分けることにすれば、はっきりと真偽が判
定出来るだろう。

問１。　命題の例を５つ挙げて、特称のときと全称のときに真偽がどうなるかを示せ。

ここでさらに、一般の命題でも扱える形に書き直してみよう。Q,Rを一つの変数を含む
命題で、Q(x) =「xはAである」、R(x) =「xはBである」という形とする。このとき「A

はBである」というのを「xがAであれば、xはBである」と言い換えてもよく、さらに
「Q(x)が真ならば、R(x)は真である」と言い直せ、これを論理記号で x(Q(x) =⇒ R(x))と
書くのである。
しかし、これだけでは、P=「AはBである」を命題と言うわけにはいかない。xという
変数がどのように振る舞うかの指定が必要で、それを指定するのが全称、特称ということ
である。
特称命題「あるAはBである」=「BであるAが存在する」を ∃a(Q(a) =⇒ R(a))と書
き、全称命題「すべてのAはBである」を ∀a(Q(a) =⇒ R(a))と書く。
しかし全称か特称かを一々言うのが面倒だと思う人も多く、何も言わず「AはBである」
と言えば全称命題のことで、特称命題の時だけそのことを断るという使い方が日常的には
多いようである13 。
集合M = {a|Q(a)}を考えれば、上の論理式はそれぞれ ∃a ∈ M

(R(a))、∀a ∈ M(R(a))と書いても良い。(∃を存在作用素と言い、∀を全称作用素と言う。)
さらに集合N = {a|R(a)}を考えれば、上の論理式は集合算で表わすことが出来る。特
称命題 ∃a ∈ M(R(a))はM ∩ N ̸= ∅を表わしており、非存在 (∅)の否定として存在 (̸= ∅)
を表わしている。また全称命題 ∀a ∈ M(R(a))は包含関係M ⊂ N を表わしており、「Q

ならばRである (Q =⇒ R)」という含意を言い換えたものと言える。
以下、基本命題から複雑な命題を得ていく過程を考えよう。

13 しかしこれははっきりとした取り決めになっているわけではなく、聞いている人に全称のことだと思わ
せておいて実は特称だったというレトリックを使う人達がいる。全称・特称の勘違いに気持ちを向けておい
て、肝心の主張に疑問を感じさせないようにし受け入れさせてしまうのである。テレビで種々の討論を聴く
機会が増えたが、全称・特称に気をつけて聞いているだけでも、色々なことが見えてくる。
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変数を含んでいない命題「AはBである」も変数を含む命題を使って仮言命題14 の形に
表わすことが出来たので、命題は常に変数を含んでいると考えてもよい。命題 P (x)が変
数 xを含んでいるとは、命題 P は xを何か特定したとき真か偽かが確定しているというこ
とである。
集合MP = {x|P (x)}は命題 P (x)が真である元を集めた集合であるが、言い換えれば命
題P が成り立つ範囲であるとも言える。そうすれば幾つかの命題P,Q,R, · · ·に対して、対
応する集合の集合算に対応する命題が考えられるだろう。
M = MP , N = MQ, L = MRとすると、和集合M ∪N に対しては論理和P ∨Q(P また
はQ)が対応し、共通部分M ∩N に対しては論理積P ∧Q(P かつQ)が対応している。含
意（P =⇒ Q(P ならばQ)）も、包含関係M ⊂ N に対応していた。古典的な三段論法
　　　　　　 (P =⇒ Q) ∧ (Q =⇒ R) =⇒ (P =⇒ Q)

も包含関係の推移律
　　　　　　M ⊂ N かつN ⊂ LならばM ⊂ L

に対応しているのである。15

問２。　正しい三段論法の例を５通り以上、誤った推論の例を５通り以上挙げよ。

補集合M cに対応する命題は P (x)の否定命題 ¬P (x)であるが、これが考えだすとなか
なかに難しい。「xはリンゴである」の否定命題は「xはリンゴでない」である。これには
問題はないようだ。しかし、「xは大きい」の否定命題となると、「xは小さい」とするべ
きか「xは大きくない」とするべきか、現実的には迷うところである。数学としては、命
題の真偽が確定していないといけないので、「xは大きくない」に統一することにする。つ
まり、命題 P (x)の否定命題 ¬P (x)は、P (x)が真のとき偽で、偽のとき真であるような命
題のこととするのである。
このように定義するのであるから、複合命題P (x)∨¬ P (x)は常に真で、P (x)∧¬ P (x)は
常に偽である。
当然のようなこの結論のことを排中律と言う。真と偽の間の中間を認めないということ
である。しかし、排中律はすべての論理学者・数学者が認めているという訳ではない。勿
論、多くの数学者は排中律の上に立って仕事をしているのであり、排中律を認めないとい
う数学者に出会ったことはないのだけれど。
ともかく、排中律自体は証明できる性質のものではなく、論理の運用のための要請とし
ておかれたものである。従って、排中律を認める、つまり、白でも黒でもない「灰色」を
認めないという立場で論理を運用しているのである。しかし現実的にはそうでない場合に
出会うことも多い訳で、数学が机上の空論と見られかねない根拠もここにあるのである。
現在では数学も灰色を認める、つまり排中律を認めない論理学も作られており、特に人
間の脳に関する議論には有効なようであるが、だからと言って、その論理に従うことを主

14 「Qならば Rである」という命題のこと。Qであることのなかに Rであることが含まれているという
意味で「含意」という言葉を用いるが、変数 xを意識して、仮に xが Qであるとすれば xが Rであること
が言えるという意味で使う。
15 真であることが確定している命題から新しく真である命題を作る方法は古典的にはこの三段論法しかな
い。詭弁の発達した古代ギリシャ時代には、これに似て非なる論法が横行したようで、４つの格の (23)3 =
83 = 256 × 2通りの三段論法に分類され、そのうち正しいものは 24通りにすぎない。格は前提の各仮言命
題の前後の入れ替えで得られ、他のものは全称特称の別、肯定否定の別によるものである。
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張することによって、排中律の基盤の上に建っている全理論科学を捨て去ることが出来る
訳ではない。

問３。　排中律を肯定する立場と否定する立場に分かれてディベートを行え。一人の場
合には、それぞれの立場の論拠を２つ以上考えた上で、自分の立場を決めよ。

問３の結果がどうであれ、本書では排中律が成り立っているものとしている。

問４。（ラッセルの集合の幽霊）すべての集合の全体がそれ自身集合だったとする。これ
を Sと書くと、M = {A ∈ S|A /∈ A} ⊂ Sは集合である（M ∈ S）この時、M はその存在
それ自身が矛盾である、つまり集合の幽霊であることを示せ。16 。
[Hint] M ∈ M =⇒ M /∈ M , M /∈ M =⇒ M ∈ M .

変数を含む命題P (x)は xによって真であったり偽であったりする。xが集合A = MP に
属すとき真で、属さないとき偽であった。そこで、A = MP の元 xを考えているとき、命
題P (x)の真理値はT(true)であり、x ∈ Acに対してはP (x)の真理値はF(false)であると
いうことにする。
基本命題P,Q,R, · · ·の真理値が分かっているとき、複合命題 ¬P, P ∨Q,P ∧Q,P =⇒ Q

などの真理値が分かるだろうか？
それは対応する集合の集合算を見てやれば分かるのである。例えば、P ∧QはP とQの
真理値が共にTのときだけTとなるのである。しかし、含意P =⇒ QはA ⊂ B(= MQ)と
なるだけで真理値が分からないような気がするかもしれない。
A ⊂ Bをもう少し考えて見よう。Aの元は必ずBの元であることであった17 。これを言
い換えると、Aの元であるにも係らずBの元でないという元はない、更にはAの元であっ
てBcの元でもあるものはないということになり、A ∩ Bc = ∅という式で表現される。ベ
ン図を描けばこれがA ⊂ Bと同じことであるのはすぐに分かるだろう。補集合を取れば、
Ac ∪ B = Ω 18 となる。Ac ∪ Bに対応する命題は ¬P ∨Qとなり、これを含意 P =⇒ Qの
定義とすることにするのである。
P,Q（つまりA,B）の係り方次第で、(P,Qがたとえ真でも偽でも)仮言命題P =⇒ Qは
命題として（常に）真であることが有り得るのである。むしろ仮言命題こそが常に真であ
りうるのだということが言える。
例えば次のような例を考えてみる。
　　　　　　　　　「明日天気なら、遠足に行く」
と学校の掲示板に告示があったとする。明日天気なら、確かに遠足に行くのであってこれ
は問題がない。しかし明日天気でなかったらどうなるのだろうか？雨をおして遠足に行っ

16 S を集合としたから矛盾が出たのだが、そのとき S ∈ S \M であり、普通の集合はみなM に属してい
る。S 自身が幽霊と言うのではなく、普通に扱わねばならない集合を全て集めてきたらM という矛盾を孕ん
だものが生まれたことに、このパラドックスの深刻さがある。排中律の副産物とも言える。
17 ここ以前の、集合を扱っている節で、包含関係の意味について説明している。
18 これも集合の節で議論していることだが、Ωは宇宙 (Universe)という名前の集合である。つまり、ラッ
セルのパラドクスがあるため、集合全体の集合を考えることが出来ず、そのとき考察している対象すべてを
含む集合を Ωと呼び、考察の対象をこの集合の元に限るのである。もちろんこの集合を意識しないでも済む
多くの場合には、省略することになっている。
ある意味では、考察する対象のすべてが集合をなすように自己規制していることになる。数学者にとっても、
宇宙 Ωを特定することが一番難しいということも有り得る。

24



たとしても、雨だから遠足が中止になったとしても掲示の文章が間違っていたとは誰も思
わないだろう。P =「明日天気である」、Q =「明日遠足に行く」としてP =⇒ Qであると
いう掲示そのものは、無責任と言われるかもしれないが、間違ってはいなかったことにな
る。明日天気であっても遠足に行かないということだけはないと言っているのである19 。
仮言命題 P =⇒ Qの命題の位置を逆にした命題Q =⇒ P を逆といい、各命題を否定に
したもの ¬P =⇒¬ Qを裏と言い、否定にして順序を逆にしたもの ¬Q =⇒¬ P を対偶と
言う。
これらに対しても真理値がどうなるか、真理表 †を挙げておこう。

P Q ¬P ¬Q P ∨Q P ∧Q P ⇒ Q Q ⇒ P ¬P ⇒¬ Q ¬Q ⇒¬ P

T T F F T T T T T T

T F F T T F F T T F

F T T F T F T F F T

F F T T F F T T T T

問題５。 i)∗)上の真理表で、各命題に対応する集合を求め、集合算における結果と表の
値が一致することを示せ。
　　　 ii)表の各値を実現するような命題の例を作れ。

基本命題を ∀,∃,¬ ,∨,∧だけで結合した複合命題だけを考えることにする20 。
真理表を見ると対偶の真理値と元の含意の真理値は一致しており、このことを「対偶は
真」と言っているのである。
含意 P =⇒ Qをその定義 ¬P ∨Qで表すのと同じ様に対偶 ¬Q =⇒¬ P を書き換えれば、

¬(¬Q) ∨¬ P = Q ∨¬ P =¬ P ∨Qであって、元の含意と全く同じ命題であることが分かる。
含意についてもう少し注意しておこう。P =「Q =⇒ R」とし、Qが真理値としてFしか
取らないなら、つまりQ(x)が真であるような xが存在しなかったならどうなるのだろう
か？真理表によればRの真理値がどうであれ、含意P は真であるということになる。この
ことを仮言命題「Q =⇒ R」は、無内容的に成り立つと言うのである。
対応する集合で考えて見よう。A = MQ, B = MRとおくとき、A ⊂ Bとなるわけだが、

QがFしか真理値を取らないということはA = ∅ということであり、どんな集合Bに対し
ても ∅ ⊂ Bが成り立つということである。
このように論理だけで分かりにくいときは、対応する集合の言葉で言い換えると分かり
やすくなることがある。
まだ言っておくべきこともあるが、これでも十分長くなった。パズルを一つ挙げて、こ
の節を終えることにしよう。

問題６。　昔ある男が病気の母のために、万病に効く霊芝を取りに山に行った。山には

19 雨が降るのを天気でないこととしている。降ったり止んだりしていたらどうなるのはいう疑問はもっと
もではあるが、この際問題にしていることではない。天気であるということの判定が微妙で命題とは言いが
たいという反論には抵抗する気も起こらない。不満な読者はもっとはっきりした例を自分で作って欲しい。
例えば、「ソクラテスが日本人なら、ジンギス汗は源義経だ」、というのは如何でしょう。
20 複合命題についてもう少し述べる必要がある。例えば、¬(¬P ) = P, P ∨Q = Q∨P, ¬(P ∨Q) =¬ P ∧¬Q
などの規則を与えるなど。しかし、本書の程度ではこれ位にして置いたほうがよいだろう。
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双子の子鬼がいて、霊芝を守っていた。何が霊芝かを知っているのは子鬼だけである。霊
芝に良く似た毒キノコもあって、霊芝の乱獲を防いでいる。兄の子鬼は正直もので嘘をつ
かないが、弟はいたずらもので嘘しか言わない。しかも、人間の言葉を話すのが苦手で、
「うん」か「いや」しか言えないし、一言喋ると人前から隠れてしまう。
男はやっと一人の子鬼を見つけ、霊芝らしいキノコも２種類見つけた。男はどちらのキ
ノコが霊芝かを、たった一つの質問をして、子鬼から訊き出した。男の母親は救われた。
さて、男はどんな質問をしたのだろう？
[Hint]　例えば、「お前は正直ものか?」と訊いても、返ってくる答えは「うん」に決まっ
ていて、兄弟どちらか分からない。

*********************************************************

[数学教育史コラム]†　真理表はどこへ行った
(「小学校教師の」と銘打ったので、各節に関係する教育史的コラムを入れるつもりであ
るが、人に頼むのか自分たちでやるのか決心がついていない。) æ
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3 アミダくじと組み紐の群 (美杉セミナー’94)

１９９４年６月２５日に名城大学の総合講座の一つとして行った講演を、１９９４年度
の高校生セミナーのためにアミダくじの図を少し丁寧に書き直して、１９９５年３月１１
日に行ったものの記録を、紙上でも読みやすいように手を入れたものである。

3.1 対称群とアミダ群

高校までの数学は、図形、数、関数、確率を主な対象としているが、集合、論理、組み

合わせ論、また２行２列の行列
(

a b

c d

)
も取り扱っている。

大学に入れば、2より大きな nに対する n行 n列の行列も考えることになるが、そのと
き行列式というものが重要になる。行列式は２行２列のときは簡単で ad − bcに過ぎない
が、一般の nになると定義することさえ難しいものになる。その行列式の定義に n次対称
群 Snというものが出てくる。n文字の集合の置換の全体である。
n文字の集合は In = {1, 2, · · · , n}という数の集合と同じだと考えることが出来る。置換
とはその (1, 2, · · · , n)番目にどんな数が来るかを指定することにあたるのだから、n文字の
順列を与えることと同じになる。そこで、順列を並び変える手続きを演算として群と考え
たものであった。置換の総数は n! 個である。
意味のある群のもっとも簡単な例であって、ガロアが群を導入したとき以来人類にとっ
て馴染みの深い群である。
しかし、これは分かりやすいとは言えないものである。
集合としては、Sn = {σ : In = {1, 2, · · · , n} −→ In;全単射 =１対１対応 }と定義してし
まえば良いし、写像の合成を群演算（積）と考えれば良い。それだけの状況で、厳密な議
論が進行するのだが、高校レベルよりは少し高度な数学的概念や思考法が必要となる。
実は、アミダくじを使うことによって、この群の性質を視覚的に見ることに出来る。こ
の話では、アミダくじを少し厳密に考え、演算を定義し、構造を調べてみることにしたい。
対称群との対応を考えるために、まず n文字の置換をどう表すかを書いておこう。n = 7

のとき、例えば置換は σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 3 6 5 4 1 7

)
と表される。これは上の列の数 iに対

応する数 j = σ(i)をその下に書いて表したものである。1は 2に、2は 3に、3は 6に、4

は 5に、・・・・などということになる。
さて、n本のアミダくじ全体を考え、それに群の構造を入れるということを考えよう。
まず 2本の水平線の間を n本の垂直な線分で結ぶ。等間隔である必要はないが、そうし
ない理由もないので、等間隔に引くことにする。各垂線の上下の端点に、垂線が左から数
えて何番目かを表す数を書いておく。隣り合った垂線の間を水平な線分（橋と呼んでおく）
で結びたいだけ (0本でも良い)結ぶ。この図形を「アミダくじ」と呼んでいる。
n = 7での例を一つ挙げておこう。
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1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

くじとして使うためには、何が何に当たるのかを指定しなければならない。上の水平線
の番号を選んで (iとする)、垂線を下りて行き、橋に出会ったら、必ず橋を渡ることにし
て、下の水平線まで進み、そこにある番号 (jとする)をみる21 。このときアミダくじ σは
iを j = σ(i)に対応させたということにする。こうして得られた対応は、I7の置換になっ
ており、上に挙げた例の σと同じである。アミダくじの目的からいえば、この対応表さえ
あれば良いことになる。
そこで、同じ対応 (置換)を与えるアミダくじは同値であると言ってもいいし、更に一歩
進んで同じものであると思ってもいい。そこで、アミダくじとそれが与える置換とを同じ
記号（この場合は σ）を使って表すことも多い。
同値なくじを同じものだと思ったものを元とする集合をAnと書く。つまり、くじを置
換だと考えることにあたっているので、An ⊂ Snと考えていることになる。また、後で示
すように群になるので、n次のアミダ群と呼ぶことにしよう。
例えば、パーティなどで n人の人が n個の品物を選ぶというとき、人と品物に番号を付
けておけば、アミダくじが使われることになる。例えば、上のアミダくじでは、1番の人
は 2番の品物を、2番の人は 3番の品物を、3番の人は 6番の品物を、・・・・などということ
になる。
このとき、１回のアミダくじでは不満だという人がいたらどうしたら良いだろう。別の
アミダくじを使って、２回やることにすると、どうすることになるだろうか。１度目のく
じ σで２度目のくじ τ の上の水平線の番号を決めることにしたらどうだろうか。
この手続きを図形としてのアミダくじでは、次のように考えれば良いだろう。まず σと

τ を描き、σの下の水平線と τ の上の水平線を同じ番号が重なるように重ね合わせ、その
後、この重なった水平線を消去する。例えば、τ を

21 この進み方を確定するために、垂線上の点は二つ以上の橋の端点になってはいけないという制限を課し
ておく。
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1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

τ =

とするとき、

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

τ =

というアミダくじを考えることになる。これを σと τ との積 τ · σと書くことにする。この
順序は、くじを対応と考えた時の合成に当たっている。つまり、τ ·σ(i) = τ ◦σ(i) = τ(σ(i))

である。
置換だと考えると

τ =

(
1 2 3 4 5 6 7

5 2 4 6 7 1 3

)

であって、積 τ · σは

τ · σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

5 2 4 6 7 1 3

)
·
(

1 2 3 4 5 6 7

2 3 6 5 4 1 7

)
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　　　　 =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 4 1 7 6 5 3

)

となっている。この積で集合Anが群になることが分かる。群であることは、３つの性質
（結合法則、単位元の存在、逆元の存在）を確かめないといけない。
しかしそれは簡単に確かめられる。結合法則は積がくじを繋いで行くことから考えれば
明らかだし、単位元 eは橋の一つもないアミダくじで、任意の元 σの逆元 σ−1は上下の水
平線を交換するように折り返したものにすれば良い。図を描きながら考えれば難しくない
だろう。
橋が一つもないのも立派な対応で、

　
1 2 3 4 5 6 7 = n

1 2 3 4 5 6 7

e =

これが単位元 eである。置換で書けば、
(

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

)
であって、どの順番も変

えないものである。
i番目の人が i番目の品物をとるのは面白味がないと思うかもしれないが、これが基本で
ある。i番目の品物は i番目の人が持って来たものということであれば、自分の持って来た
品物を持って帰ることに当たっている。また一般に σ(i) = jは、i番目の人が j番目の人に
プレゼントしたことに当たっており、逆の σ−1は自分にプレゼントしてくれたことになる
人物は？という対応になっている。
さて、積が上のように定義されれば、すべてのアミダくじは、橋が１つだけのアミダく
じを橋の数だけ次々と掛けたものになる。i番目の垂線と i+ 1番目の垂線とを一つの橋で
結んだだけのアミダくじを eiと書けば、

　
1 2 3 = i 4 5 6 7 = n

1 2 3 4 5 6 7

e3 =

という図になる。置換で書けば
(

1 2 3 4 5 6 7

1 2 4 3 5 6 7

)
= (3, 4) と書ける。これは 3と 4

だけを動かし、それを交換するので 3と 4の互換と言い、(3, 4)とだけ表すことがある。
すべてのアミダくじ σは ei達の積で表されることになる22 。このことを、アミダ群An

は n− 1個の元 ei(1 ≤ i ≤ n− 1)で生成されるという。
最初に挙げた例の σは e2e4e6e1e3e5e2e4e6e1e4e1e3e5e2e4e6e1e3e5と表される。図で見ると
き積は上から下へ、eiの積で表わす時は右から左への順に作用していると思っている。

22 i番目の垂線と i+ 1番目の垂線に橋を１本架けることが、ei を掛けることに当たっている。
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ところで、あらゆる ei(1 ≤ i ≤ n− 1)の語 (ワード) 23 が、異なる対応を与えている訳で
はない。ei(1 ≤ i ≤ n−1)の生成する自由群Fn−1 = {eik · · · ei2ei1 ; 0 ≤ k, 1 ≤ ij ≤ n−1 (1 ≤
j ≤ k)}がワードの全体24 だが、この無限群 Fn−1を Inの置換として同じものを同じと見
るという同値関係で割ったものがAnである。
生成元は {ei(1 ≤ i ≤ n− 1)}より減らすことは出来そうもないが、関係式の方は出来る
だけ減らしたい。
自明な関係を考えてみる。まず、（橋を行って戻るだけだから）

e2i = e(1)

i− 1 i i+ 1 i+ 2

i− 1 i i+ 1 i+ 2

e2i = = e =

i− 1 i i+ 1 i+ 2

i− 1 i i+ 1 i+ 2

が成り立つことは、明らかであろう。e−1
i = eiである。

また

eiei+1ei = ei+1eiei+1(2)

i− 1 i i+ 1 i+ 2 i+ 3

i− 1 i i+ 1 i+ 2 i+ 3

=

i− 1 i i+ 1 i+ 2 i+ 3

i− 1 i i+ 1 i+ 2 i+ 3

が共に互換 (i, i+ 2)を表していることも容易に分かる。iと i+ 2は同じ様に階段を下りる
だけだが、真ん中の i+1は一旦隣に行って戻って来る訳で、隣というのが両側にあるから
二通りの表現を持つということである。
関係式はもう一種類ある。

eiej = ejei (|i− j| ≥ 2)(3)

23 好きな順序で好きなだけ掛けたもの
24 これが図形としてのアミダくじの全体に当たる
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i i+ 1 j j + 1

i i+ 1 j j + 1

=· · · = ejeieiej = · · ·

i i+ 1 j j + 1

i i+ 1 j j + 1

eiと ejは離れた垂線同士を結ぶ橋なので、他の橋の端点にぶつからない限り、橋の位置
をどのように上下させても良いということである。
この３種類の関係式が基本関係式になることと、An = Sn、つまり eiの積ですべての順
列が得られることが、この話のメインテーマの一つである。
例でやって見よう。最初与えたアミダくじは

σ = e2e4e6e1e3e5e2e4e6e1e4e1e3e5e2e4e6e1e3e5

であった。もう一度描いて見よう。

　

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

(3)と (1)の e21 = e, e24 = eから σ = e2e4e6e1e3e5e2e6e3e5e2e4e6e1e3e5 となることを、図で
書けば

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

32



となり、(3)と (2)の e3e2e3 = e2e3e2, e6e5e6 = e5e6e5 を使えば、σ = e2e4e5e1e2e6e3e5e2e5
e2e4 e6e1e3e5となる。図に書けば

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

となる。さらに、(3)と (1)の e22 = e, e25 = eから
　　　 σ = e2e4e5e1e2e6e3e4e6e1e3e5

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

となり、(3)と (1)の e26 = eと (2)の e2e1e2 = e1e2e1を使えば、σ = e1e4e5e2e1e3e4e1e3e5

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

となる。さらに、(3)と (1)の e21 = eと (2)の e5e4e5 = e4e5e4を使えば、σ = e1e4e2e3e4e5e4e3
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1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

となる。最後に、(3)と (2)の e4e3e4 = e3e4e3を使えば、

　　　 σ = e1e2e3e4e5e3e4e3 = f
(6)
1 f

(5)
3 f

(4)
3

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

σ =

と、簡便な表示が得られる。ここで、f
(n)
i は次節で定義する、左下がりの階段を表す標準

的な元で、一般の元 σの標準表示に使うものである。æ
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3.2 アミダ群の特別な元

(3)によって多くの ei（橋）は互いにすり抜けるが、隣り合う橋は引っ掛かって抜けられ
ず、特別な形のアミダが重要になる。例えば、次のような階段状のアミダはこれ以上簡明
にならない。

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

左下がりの階段
(

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 1

)
は前から後ろへの巡回置換 (1234567)で、右下

がりの階段
(

1 2 3 4 5 6 7

7 1 2 3 4 5 6

)
は後ろから前への巡回置換 (7654321)になる。

往復の階段を組み合わせて、

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7
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を考えると、置換としては (123456)(7654321) = (17)となり、両端の 1と 7を交換する互
換になる。
階段の順は右下がりを後でしても前にしても同じになる筈で、逆の順序にした

　
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

というアミダくじは置換とすると (765432)(1234567) = (17)となる。

階段のうちでも、右端が nであるものは特に重要で、左下がりの方に名前を付けてお
こう。
各 1 ≤ i ≤ n − 1に対して元 fi = eiei+1 · · · en−1 ∈ Fn−1を考え、fn = eとおく。帰納
的に、

fi =

{
e (i = n)

eifi+1 (1 ≤ i ≤ n− 1)

としても良い。n本のアミダくじ (Fn−1の元)と考えていることを強調する時は fiを f
(n)
i

と書くことにする。すると、f
(n)
i = f

(n−1)
i en−1となっていることに注意しておこう。

ここで、An−1は自然にAnの中に入っていると思っている。つまり、An−1の元 σに対
し、n本目の垂線をその右に付け加えたAnの元を考えて、それを改めて σと書くことに
する。このような元 σに対しては σ(n) = nである。この関係により次々と

{e} = A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ⊂ An−1 ⊂ An

のように、中に中にと入っていると思っているのである。
また関係式 (1)だけから、f−1

i = en−1 · · · ei+1ei(右下がりの階段)であることは分かる。
Anの元としては、i < jのとき、f

(j)
i = (i, i + 1, · · · , j − 1, j)であり、(f

(j)
i )−1 = (j, j −

1, · · · , i+1, i)である。それゆえ、上の互換は任意の二つに対しても同じ往復の階段で表現さ
れ、(i, j) = (f

(j−1)
i )−1f

(j)
i = f

(j−1)
i (f

(j)
i )−1となっている。こうして、互換 (i, j)は 2(j−i)−1

という奇数個の ekの積で表わされている。

この特別な階段を用いて、An = Snであることを示しておこう。
[証明] まず、An ⊂ Snであることから、集合としての元の個数が#An ≤ #Sn = n!で
あることに注意しておく。nが小さいうちは簡単で、A1 = {e} = S1,A2 = {e, e1} = S2と
なっている。実際、

ek1 =

{
e (k :偶数)

e1 (k :奇数)
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である。
各 nに対して、∪n

i=1fiAn−1 ⊂ Anは互いに交わらない和である。
何故なら、σ ∈ Sn−1に対して、

fiσ(j) =


σ(j) (σ(j) < i)

σ(j) + 1 (i ≤ σ(j) < n)

i (j = n)

となる。σを作用させた後で、nを iへ持って行き、i以降を一つ後ろにずらすということ
を表している。
従って、fiσ = fkτ (σ, τ ∈ Sn−1)とすれば、i = fiσ(n) = fkτ(n) = kだから、i = kで
あって、両辺に f−1

i を施せば、σ = τ となる。
[証明終]

fiAn−1が互いに交わらないから、

#An ≥ n#An−1

となり、次々とみれば

#An ≥ n#An−1 ≥ n(n− 1)#An−2 ≥ · · · ≥ n(n− 1) · · · 3#A2 = n!

となるから、逆向きの不等式を合わせて#An = n!となる。元の個数が等しい部分集合は
全体に一致することから、An = Snであることが分かる。 [証明終]

ところで、Anの元 σは ei達の積になっているのだが、それがどんなものになるのか分
からない。例えば、σ(n) = nだからといって、en−1を含んでない σの表示が有りうるかど
うかさえ明らかではない。出来れば標準的な方法で、一通りに書けると、分かり易いと思
う。これを実現するのが標準形の問題だが、まず関係式は (1)∼(3)以外のものが不必要で
あることを示すことにしよう。
このことを確かめるために、ei達のワードの全体である自由群Fn−1を (1)∼(3)の関係式
だけで割った群に Bnという名前をつけ、この群がアミダ群と一致することを示すことに
する。
アミダ群Anでは、(1)∼(3)の関係式が成り立つのだから、Anの元として同じものはBn

の元として同じである。つまり、Anには、それ以外の関係式も成り立っているかもしれな
いから25 、n! = #An ≤ #Bn ということになる。
したがって、#Bn ≤ n!が言えれば、#An = n!が分かっているので、#Bn = n!が分か
り、従って Bn = Anであることが分かる。
以下、 #Bn ≤ n! を示すことにする。

任意の元 σ ∈ Bnは Bn−1の元であるか、σ = ωen−1τ ;ω, τ ∈ Bn−1の形に表わすことが出
来る。
このときもっと強いことが言えて、任意の元 σ ∈ Bnは σ = fiτ ; τ ∈ Bn−1, 1 ≤ i ≤ nの
形に表わすことが出来る。fi ∈ Bn \ Bn−1(1 ≤ i ≤ n− 1)に注意する。
25 群論の言葉で言えば、An が Bn の商群であるということ
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これは、基本関係式を使ってうまく並べ直せば、en−1は高々一つであるように出来ると
いうことである。
[証明] τ ∈ Bn−1を取る時、

k > iに対して ekfiτ = fiek−1τ

eifiτ = fi+1τ

ei−1fiτ = fi−1τ

k < i− 1に対して ekfiτ = fiekτ

という関係式が得られる。
図だけの操作でもすぐ確かめられるが、紙数を取りすぎるので、ここでは式だけで証明
して見よう。
k > i に対し
ekfiτ = ekei · · · ek−2ek−1ekfk+1τ = ei · · · ek−2ekek−1ekfk+1τ

= ei · · · ek−2ek−1ekek−1fk+1τ = ei · · · ek−2ek−1ekfk+1ek−1τ

= fiek−1τ

eifiτ = eieifi+1τ = efi+1τ = fi+1τ

後は fiの定義と (3)とから明らか。 [証明終]

任意の元 σ = eik · · · ei2ei1 ∈ Bnに対して、σj = eij · · · ei2ei1(1 ≤ j ≤ k)がある iに対して
fiBn−1の元であることを jに関する帰納法で証明することが出来る。

実際、j = 0のとき、σ0 = e = fneと始めても良いし、j = 1のとき、σ1 = fnei1 (i1 <

n− 1)または = fn−1e (i1 = n− 1)と始めても良い。
帰納法の、jを大きくしていく、各段階は上の関係式からすぐに従う。 [証明終]

このことから、#Bn ≤ n! を示すことができる。

最初に、fiσ = τ (σ, τ ∈ Bn−1)であれば、i = nすなわち、fi = fn = e, σ = τ であるこ
とを示そう。
実際、i ≤ n − 1なら、fiσ = f

(n−1)
i en−1σ = τ だから、en−1 = (f

(n−1)
i )−1τσ−1 ∈ Bnと

なって矛盾。
元に戻って、i < jのとき、f−1

j fi = fif
(n−1)
j−1 であることに注意する。

それゆえ fiσ = fjτ, (σ, τ ∈ Bn−1)だったとすれば、i = j, σ = τ となる。
このことから、Bn = ∪n

i=1Bn−1 は互いに交わらない集合の和であり、B1 = {e} = A1で
あることから帰納的に

#Bn ≤ n#Bn−1 ≤ · · · ≤ n× (n− 1)× · · · × 2×#B1 = n!

であることが分かる。 [証明終]

こうして、Bn = An = Snであることが分かったことになる。このことを対称群 Snの性
質としてまとめて言うことが出来る。

対称群 Snは生成系 {ei; 1 ≤ i ≤ n− 1}を持ち、(1)-(3)を基本関係式に持つ。

さて、今までに示したことから、対称群の元についていくつか分かることがある。
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任意の元 σ ∈ Snを ei達の積で表わす時必要な eiの個数の偶奇は定まっている。

何故なら、eiの個数を変える関係式は (1)しかなく、そのさい常に２個ずつ減らすから。
　　　 [証明終]

任意の元 σ ∈ Sn を ei 達の積で表わすとき、左下がりの階段 f
(k)
i （つまり巡回置換）の

組み合わせで表す次のような標準形が有る。

σ = f
(n)
in f

(n−1)
in−1

· · · f (2)
i2 (1 ≤ ij ≤ j)

実際、σは、ある iに対して f
(n)
i Sn−1に属するから、次々と

σ = f
(n)
in σn−1 (σn−1 ∈ Sn−1)

= f
(n)
in f

(n−1)
in−1

σn−2 (σn−2 ∈ Sn−2)

· · · · · · · · ·
= f

(n)
in f

(n−1)
in−1

· · · f (3)
i3 σ2 (σ2 ∈ S2)

= f
(n)
in f

(n−1)
in−1

· · · f (2)
i2

であることが示される。 [証明終]

これからまた、#Sn = n! の別証明が得られる。
つまり、この標準形は表示が異なれば違う元を表していることも分かっているので、表
示の数が元の数である。異なる表示の数が n! であることは見れば分かる、というわけで
ある。
æ
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4 終わりに
今年もまた、TOSM事業のことや高校生への講演要旨を書かせていただくことになりま
した。書きたいことを書きたいだけ書いて良いという寛大さに感謝しています。
取り扱いが面倒にみえたり、少し難しくし過ぎているかもしれませんが、それなりに納
得のいく答え方をしようとしたため、こうなってしまったのです。楽しんでやろうという
気持ちを持って見ていただけば、面白いと思っていただける筈だと思っています。という
か、こちらとしては面白いと思って書いてはいるのですが、気分が伝わっているかどうか、
心配しています。
また今回は、４本ハノイの問題にしろ、背理法の扱いの問題にしろ、決然とした主張を
しにくい問題がポストに入って、どこまで書くかの決断がなかなかつかず、書き始めるの
を躊躇してもいました。
おかげで書き始めてから時間が足らなくなり、講演記録の方の推敲の時間がほとんどと
れなくて、申し訳なく思っております。対称群や組み紐群の意味や重要性についても本当
はもう少し述べたかったし、証明したことの内容についてもその意味や必然性について述
べるつもりでしたが、時間がとれませんでした。締め切りに追われてゆっくりタイトルを
考えている暇もなく、タイトルと中身に差があるというご非難も今回は特に甘んじてうけ
ることにします。
来年は弁解せずに済むようにしたいと思っております。原稿の締め切りを何度も待って
待って待って頂きましたのに、これが本当の締め切りと２０分後に原稿を取りに来られる
楠井先生の顔が浮かんできます。あの笑顔が今は何故か、鬼のように感じられます。原稿
を渡してしまえば、また、素直に笑顔を感じられると思います。
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